
�       

9. Elektronirakenteen 
laskeminen

Elektronirakenteen laskeminen tarkoittaa tavallisesti tarkastel-
taan systeemin elektronien ajasta riippumattoman Schr�dinge-
rin yht�l�n ratkaisemista eli station��risen tilan aaltofunktioi-
den ja (energian) ominaisarvojen m��ritt�mist�.
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Kuva "Evolution of Approahes"

Tarkastellaan viel� eri menetelmi� seuraavan jaottelun mukai-
sesti.

Lis�ksi voidaan viel� ottaa huomioon my�s l�mp�tila tai tehd�
relativistinen tarkastelu.
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Tarkastellaan ep�relativistisen ajasta riippumattoman Schr�-
dingerin yht�l�n

H y(r, R)  =  E(R) y(r, R)

ratkaisemista BornÐOppenheimer-approksimaatiossa,  miss�
r = {ri} ja R = {RI} ovat elektronien ja ytimien koordinaatit.
T�ll�in elektronien kokonaisenergia E(R) riippuu ydinkonfigu-
raatiosta ja on osa ytimien v�list� potentiaalifunktiota eli po-
tentiaalienergiapintaa (PES, engl. potential energy hyper-
surface).  Kun ytimien v�linen Coulombin repulsioenergia ero-
tetaan pois j�� elektroniseksi hamiltonin operaattoriksi

miss� rIi = |riÐRI|, rij = |riÐrj| ja {ZI} ovat ytimien varaukset, kun
molekyyliss� on elektroneja n ja ytimi� N kappaletta.

Ratkaisumenetelmi�, joissa k�ytet��n vain ytimien varauksia,
luonnonvakioita ja edell� esitetty� elektronien kvanttiteoriaa
(sek� tavallisesti jotakin ydinkonfiguraatiota) sanotaan ab ini-
tio- tai "first principles"-menetelmiksi.  Ns. semiempiirisiss�
menetelmiss� on parametrisoitu joitakin osia hamiltonin ope-
raattorista ja/tai aaltofunktioista sovittamalla (joillekin tunnetuil-
le systeemeille) saatavia tuloksia joihinkin kokeellisiin arvoihin.
 Ab initio-menetelm�t voidaan jakaa kahteen p��tyyppiin: ns.
aaltofunktiomenetelm��n, jotka perustuvat HartreeÐFock-
teoriaan, ja tiheysfunktionaaliformalismiin (engl. density-
functional formalism), jossa l�ht�kohtana on tarkasteltavan
systeemin elektronitiheys.

Ydinkonfiguraatiosta riippuva elektroninen energia tulisi voida
ratkaista ns. kemiallisella tarkkuudella, 0.01 eV (~ 1 kJmolÐ1).
T�ll�in molekyylien sidospituudet ja sidoskulmat sek� eri kon-
formaatioiden v�liset ja reaktioiden aktivaatioenergiat voitaisiin
m��ritt�� riitt�v�ll� tarkkuudella.
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METHODS IN COMPUTATIONAL
CHEMISTRY

¥ MOLECULAR MECHANICS,
DYNAMICS (& MONTE CARLO)

give geometries
conformations
dynamics

but not electronic structure

¥ SEMI-EMPIRICAL METHODS

give electronic structure
(bonding, molec. orb.)

but not "independent" results

¥ AB INITIO METHODS

give "everything" static
independently

but not dynamics
large systems
inexpensive

¥ AB INITIO MOLECULAR
DYNAMICS

ab initio with dynamics

Newtonian mechanics 

or optimization
or Metropolis Monte Carlo
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HartreeÐFockÐSCF-menetelm�

9.1. Yksi-elektronikuva

Jos ei oteta huomioon elektroniÐelektronivuorovaikutuksia ko-
vin yksityiskohtaisesti tai ollenkaan, niin tietyll� ydinkonfigu-
raatiolla R koko n elektronin aaltofunktio voidaan separoida
yksi-elektroniaaltofunktioiksi yu

o ja

        Ho yo  =  Eo yo,
miss�

Ho  =  Si
n hi

ja
   hi yu

o(ri)  =  Eu
o yu

o(ri),
kun

yo(r1, r2, ..., rn)  =  ya
o(r1) yb

o(r2) ... yz
o(rn).

Kun yksi-elektronifunktioihin liitet��n spin-funktio, saadaan
spin-orbitaalit  fu(xi) = yu

o(ri) su(i)  ja kun sit� vastaava yo teh-
d��n antisymmetriseksi, ks. kappale 7.11, saadaan

  yo(x1, x2, ..., xn; R)  =  (n!)Ð1/2 det|fa(x1) fb(x2) ... fz(xn)|

    =  (n!)Ð1/2 det|fa(1) fb(2) ... fz(n)|.

9.2. HartreeÐFock-menetelm�

Yksi-elektronikuva voidaan viel� s�ilytt��, kun jokaisen elekt-
ronin kokemaan ytimen potentiaaliin lis�t��n muiden elektro-
nien keskim��r�inen (molekyylin symmetrian mukainen)
Coulombin potentiaali, ns. Hartree-potentiaali.  Atomien ta-
pauksessa t�m� on ns. keskeiskentt�-approksimaatio.
HartreeÐFock-menetelm�ss� siis jokainen n elektronia kokee
(nÐ1):n muun elektronin Hartree-potentiaalin, jolloin merkit��n
yo ® y.
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(9.2a)

(9.4)

(9.3)

(9.2b)

(9.5)

Etsit��n nyt parhaat spin-orbitaalit variaatioperiaatteella mini-
moimalla Rayleighin suhde

mist� seuraavat ns. HartreeÐFock-yht�l�t, ks. kirjan liite 11,
ts. yksi-elektroniyht�l�

      fi fu(xi)  =  eu
 fu(xi)

jokaiselle spin-orbitaalille fu; u = a, b, ..., z.  Fock-operaattori fi
voidaan kirjoittaa muotoon (ks. kappale 7.15 ja yht. 7.44Ð46)

fi  =  hi + Su [d Ju(i) Ð Ku(i)],

miss� d = 1 on spin-degeneraatio sek� Coulombin operaattori
Ju ja vaihto-operaattori Ku ovat

ja

Huomaa, ett�

Ju(i) fu(i)  =  Ku(i) fu(i).

Spin-orbitaalit ratkaistaan itseytyv�sti (engl. selfÐconsistent
field, SCF), kuten kappaleessa 7.15 esitettiin, ja siten, ett� pe-
rustilassa y = F0 on n alimman energian spin-orbitaalia miehi-
tetty.  N�m� antavat kontribuution Fock-operaattoriin.  Fock-
operaattorilla on ��ret�n m��r� ominaisfunktioita ja -arvoja,
joiden erilaisilla miehityksill� saadaan erilaisia viritettyj� tiloja.
Hermiittisen Fock-operaattorin ominaisfunktiot muodostavat
ortogonaalisen ja t�ydellisen funktiojoukon.

MF, kl 1998   162

(9.6)

(9.7)

(9.8)
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9.3. "Restricted" ja "unrestricted" HartreeÐFock

Jos atomin tai molekyylin orbitaalit ovat "suljetut" (engl.
closed) eli t�ydet, on spin-tila singletti, S = 0, koska jokaisella
orbitaalilla on t�ll�in yht� monta a- ja b-elektronia.  HartreeÐ
Fock (HF) -kokonaisaaltofuntktio on t�ll�in

F0  =  (n!)Ð1/2 det|ya
a ya

b yb
a yb

b ... yz
a yz

b|.

Avointen eli vajaasti t�ytettyjen orbitaalien tapauksessa t�t�
sanotaan restrictedÐHF (RHF) aaltofunktioksi, kun taas sa-
man tilan kuvaaminen ns. unrestrictedÐHF (UHF) aaltofunk-
tiolla

        F0  =  (n!)Ð1/2 det|ya1
a ya2

b yb1
a yb2

b ... yz1
a yz2

b|

johtaa siihen, ett� orbitaalit voivat riippua spinist�, esim.

ya1(r)  ¹  ya2(r).

Atomien RHF-aaltofunktio on operaattorin S2  ominaisfunktio
ominaisarvolla  S(S+1)h2, mutta UHF-aaltofunktio ei sit� ylei-
sesti ole, ks. kirjan esim. 9.1.

9.4. Roothaanin yht�l�t

Pallosymmetriaa (atomit) alemmissa symmetrioissa (molekyy-
lit) HF-aaltofunktio ratkaistaan yleens� sarjakehitelm�n� kan-
tafunktiojoukon {qj} avulla.  Orbitaalin yu(r) HF-yht�l� (7.44)
on muotoa

     fk yu(rk)  =  eu yu(rk),

jonka ratkaisu voidaan esitt�� sarjakehitelm�n

     yu(rk)  =  Sj
M cji qj(r)

avulla.
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(9.11)

(9.12)

(9.14)

Sijoittamalla (9.14) yht�l��n (9.12), kertomalla vasemmalta
qi*:ll�, "integroimalla" ja k�ytt�m�ll� merkint�j� peittointegraali

   Sij  =  ò qi*(r) qj(r) dr,

joka on peittomatriisin elementti, sek� vastaava Fock-matriisin
elementti

Fij  =  ò qi*(rk) fk qj(rk) drk,

saadaan yht�l� jokaiselle i = 1, 2, ..., M; ns. Roothaanin yht�-
l�t.  Ne voidaan esitt�� my�s matriisiyht�l�n�

F cu  =  eu S cu,

miss� F ={Fij}, S ={Sij}, cu = {cju}  jokaisella  u = a, b, ..., z (M
kappaletta).  N�m� M kappaletta yht�l�it� voidaan esitt��
my�s muodossa

F c  =  S c e,

miss� c = {cu} = {cju} ja e = {eju}, kun  eju = eu.

Ratkaisu, ominaisarvot eu ja niit� vastaavat ominaisvektorit cu,
on m��ritett�v� itseytyv�sti (SCF), koska osa Fock-operaatto-
rista, ks. yht. (7.44Ð46), riippuu ratkaisuista

  Fij  =  hij + Sl,m Plm {á il | 1/r12 | jm ñ Ð á il | 1/r12 | mj ñ}

miss� ns. tiheysmatriisin elementit ovat

 Plm  =  d Su clu* cmu.

T�ss� d on orbitaalin yu miehitys, tavallisesti 2.

Ns. kaksi-elektroni-integraalien  (ij|lm) = á il | 1/r12 | jm ñ luku-
m��r� on suuri, luokkaa M4, joten se on merkitt�v� osa sek�
laskennallista ty�t� ja/tai laskun ajaksi talletettavaa dataa.
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(9.17)

(9.18)

(9.19)

(9.20)

(9.26)

(9.27)



9.5. STO- ja GTO-kantajoukot

Jotta atomin tai molekyylin spin-orbitaalit voitaisiin esitt�� tar-
kasti variaatioperiaatteen sallimalla tavalla, tarvitaan siihen
eritt�in hyv� kantajoukko, esim. t�ydellinen jolloin M = ¥.  Rat-
kaisua t�llaisen kantajoukon avulla sanotaan HartreeÐFock-
rajaksi (engl. HF limit) ja poikkeamaa siit� kantajoukon kat-
kaisuvirheeksi (engl. basis-set truncation error).

Slaterin tyypin kantafunktioissa (engl. Slater type orbitals,
STO) on radiaaliosassa funktio  eÐzr, miss� z on orbitaalieks-
ponentti, ks. kappale 7.14.  Funktiojoukko {eÐzr}z on t�ydelli-
nen, kun z Î R, mutta k�yt�nn�ss� valitaan muutama zl sovit-
tamalla STO-atomiorbitaaleihin.  STO-kantaa k�ytet��n vain
v�h�n sen vuoksi, ett� kaksi-elektroni-integraalien laskeminen
STO-kannassa ei ole k�yt�nn�llist�.
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Kuva 9.1.  HFÐSCF-silmukka

Gaussin tyypin kantajoukossa (engl. Gaussian type orbitals,
GTO) on radiaaliosassa funktio  eÐar2.  Ns. karteesiset GTO-
funktiot ovat muotoa

qijk(r)  =  xi yj zk eÐar2,

miss�  rq Ð rc = r = x î  + y ĵ  + z k̂ , i, j ja k ovat ei-negatiivisia
kokonaislukuja, rc on "keskipisteen" (tavallisesti ytimen) paikka
ja rq on elektronin q paikka.
Kun  l = i + j + k, niin l = 0 on
s-tyypin, l = 1 on p-tyypin, l
= 2 on d-tyypin, jne. GTO.

Jos  xi yj zk  korvataan pallo-
harmonisilla funktioilla Yl ml,
niin siit� muodostuun ns.
"spherical gaussians"-kanta.

Diagonalisoitavan Fock-mat-
riisin kokoa voidaan rajoit-
taa, kun GTO-kannan funk-
tioita yhdistell��n ns. "kont-
raktiolla".  "Contracted GTO"

cj  =  Si dji gi

on koottu useasta ns. primitiiviÐGTO-funktiosta gi sopivalla ta-
valla m��r�tyill� kertoimilla dji (esim. sovittamalla cj atomaari-
siin orbitaaleihin).  Molekyyliorbitaalit muodostetaan sitten ke-
hitelmin�

yi  =  Sj cji cj.
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(9.28)

(9.29)

(9.30)



GTO-kantajoukkojen kontraktiomenetelmi� on useita, esim.:

  ¥ minimal basis set

  ¥ DZ, doubleÐzeta basis set

  ¥ TZ, tripleÐzeta basis set

  ¥ SV, splitÐvalence basis set

  ¥ DZP, doubleÐzeta basis set plus polarization

  ¥ STOÐNG, esim. STOÐ3G

  ¥ (4s)/[2s],  (9s5p)/[3s2p]

  ¥ 3Ð21G, 6Ð31G*, 6Ð31G**

Er�s kantajoukon puutteellisuudesta aiheutuva virhe on ns.
"basis-set superposition error", jota korjataan ns.
"counterpoise correction"-korjauksella.

9.6. Kantajoukon koko Ð�riippuvuus ja suppeneminen
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Taulukko 9.2.  HFÐSCF-sidospituuksia (yksikk�n� Bohr = 0.529177 �)

Taulukko 9.1.  HFÐSCF-energioita (yksikk�n� Hartree = 27.21165 eV = 4.35975 aJ

Elektroni Ð�elektronikorrelaatio
HF-teoria ottaa elektronien v�lisen Coulombin repulsion huo-
mioon vain keskim��r�isen�.  Se on tapana ilmaista siten, ett�
HF-teoria ei ota huomioon ns. korrelaatiovuorovaikutuksia.
T�t� k�ytet��nkin korrelaatioilmi�iden m��ritelm�n�.

9.7. "Configuration state function" (CSF)

Kun kantafunktioiden lukum��r� on M, saadaan 2M spin-orbi-
taalia, joista voidaan miehitt�� n kappaletta eri taval-
la.  Merkit��n perustilan mie-
hityst� vastaavaa Slaterin de-
terminanttia Fo ja yhdesti viri-
tetty� Fa

p ja kahdesti viritetty�
Fab

pq, jne.

CSF on mik� tahansa t�llai-
nen determinantti tai niiden li-
neaarikombinaatio, joka on
kaikkien hamiltonin operaat-
torin kanssa kommutoivien
operaattorien ominaisfunktio,
esim. operaattori S2.
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Kuva 9.6.



9.8. Konfiguraatiovuorovaikutus (CI)

Tarkka n elektronin muodostaman systeemin aaltofunktio voi-
daan kirjoittaa muotoon

       Y =  C0F0 + Sa,p Ca
pFa

p + Sa<b,p<q Cab
pqFab

pq +

+ Sa<b<c,p<q<r Cabc
pqrFabc

pqr + ...

sarjakehitelm�n� kaikista mahdollisista edell� m��ritellyist�
CSF:st�, kunhan niiden spin-orbitaalit on esitetty t�ydellisess�
yksi-elektronikannassa.  Siten siis CSF:t tai n-elektronidetermi-
nantit muodostavat t�ydellisen CSF-kannan n-elektroniaalto-
funktioille.

Tarkka aaltofunktio Y ei edusta en�� HartreeÐFock-teorian
yksi-elektronikuvan mukaista yht� miehityskonfiguraatiota,
vaan useita sellaisia.  Sen
vuoksi ilmi�t� kutsutaan
konfiguraatioiden sekoittu-
miseksi tai konfiguraatio-
vuorovaikutukseksi (engl.
mixing, configuration inte-
raction, CI).

K�sitteet "full CI" ja "basis
set correlation energy" on
m��ritelty kuvassa 9.7.
Korrelaatioilmi�it� voidaan
luonnehtia my�s rakenteel-
liseksi tai dynaamiseksi ta-
vallaa elektronien liiketilo-
jen mukaan.
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(9.31)

Kuva 9.7.

9.9. CI-kehitelm�n katkaiseminen

Kertoimet C tilan Y CSF-sarjakehitelm��n (9.31) saadaan sa-
moin kuin edell� kertoimet c spin-orbitaalin yi sarjakehitel-
m��n (9.14) diagonalisoimalla hamiltonin matriisi.  Matriisiele-
menteist� useat h�vi�v�t ja t�rkeimm�t CSF-kantafunktiot
ovat F0 ja kahdesti viritetyt Fab

pq.  Brillouinin teoreeman mu-
kaan esim. á F0 | H | Fa

p ñ = 0.

Sen mukaan kuinka kehitelm� (9.31) katkaistaan (engl. limited
CI) voidaan nimet� mm. seuraavia CI-tasoja:

  ¥ DCI

  ¥ SDCI

  ¥ SDTQCI

Katkaistulta CI-menetelm�lt� puuttuu ns. "size-consistency".

9.10. MCSCF ja MRCI

CI-menetelm�ss� kaikki CSF-funktiot on "rakennettu" samoilla
F0-konfiguraatiolle HF-menetelm�ll� optimoiduilla spin-orbi-
taaleilla.  Jos my�s kertoimet c kehitelm�ss� (9.14) y = Sj

Mcjiqj
optimoidaan samalla kun kertoimet C kehitelm�ss� (9.31), on
kyseess� "multiconfigurationÐSCF" (MCSCF) -menetelm�.
MCSCF-aaltofunktiossa ei v�ltt�m�tt� ole yht� ainoaa perus-
konfiguraatiota F0, jota "parannetaan" viritetyill� tiloilla.

"Complete active-spaceÐSCF" (CASSCF) on MCSCF-mene-
telm�, jossa yksi-elektroniorbitaalit jaetaan kolmeen ryhm��n
(inactive, active, virtual) sen mukaan kuinka niiden virityksi�
otetaan mukaan CSF-tiloissa.

"MultireferenceÐCI" (MRCI) on CI- ja MCSCF-menetelmien
v�limuoto, joka kuvaa hyvin korrelaatioilmi�it� pienell� m��r�l-
l� CSF-funktioita.  Esim. MRCI-menetelm�n "size-consisten-
cy" virhe on pieni.
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9.11. M¿llerÐPlesset-h�iri�teoria

Monihiukkash�iri�teoria (engl. many-body perturbation theory,
MBPT) on toinen vaihtoehto HF-teorian parantamiseksi syste-
maattisella tavalla.  H�iri�teoria ei nojaudu variaatioteoree-
maan, mutta sen etuna on "sizeÐconsistency".

M¿llerÐPlesset-h�iri�teoriassa valitaan vertailutilan operaatto-
riksi yksiÐelektroni-Fock-operaattoreiden summa

HHF  =  Si fi.

HF-aaltofunktio F0 on my�s t�m�n operaattorin ominaisfunk-
tio, ks. kirjan esim. 9.4.  Valitaan 1. kertaluvun h�iri�ksi ope-
raattori

H(1)  =  H Ð HHF,

joka "korjaa" vertailutilan HHF HartreeÐFock-tilaksi, kun H on
molekyylin hamiltonin operaattori (9.1b).

HartreeÐFock-energia on nyt EHF = E(0) + E(1), miss�

E(0)  =  á F0 | HHF | F0 ñ
ja

E(1)  =  á F0 | H
(1) | F0 ñ.

Toisen kertaluvun korjaus on

miss� FJ ovat "viritettyj�" CSF-funktioita.  Osoittajassa olevista
matriisielementeist� h�vi�v�t kaikki muut paitsi ne, joissa FJ
on kahdesti virittynyt CSF.  T�t� toisen kertaluvun MP-teoriaa
merkit��n MP2.  Kolmannen ja nelj�nnen kertaluvun MP-te-
orioita merkit��n MP3 ja MP4.
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(9.39)

(9.40)

(9.43)

(9.44)

E(2) = 
áyJ|H(1)|y0ñ áy0|H(1)|yJñ

E(0) Ð EJ
 å

J¹0
 , (9.45)

Tiheysfunktionaaliteoria (DFT)
DFT on vaihtoehtoinen menetelm� ratkaistaessa elektronisys-
teemin Schr�dingerin aaltoyht�l�� (9.1).  DFT on luonnollinen
l�hestymistapa suurille systeemeille (kiinte� aine, klusterit,
suuret molekyyli), kun taas HartreeÐFock- ja siihen nojautuvat
aaltofuntioteoriat ovat sit� pienille (atomit, pienet molekyylit).
Perusl�ht�kohtana DFT:ss� on se, ett� elektronisysteemin pe-
rustilan energia ja kaikki ominaisuudet tietyss� ulkoisessa
(esim. ytimien muodostamassa) potentiaalissa riippuvat yksi-
k�sitteisesti elektronisysteemin elektronitiheydest� r(r).

Kun otetaan k�ytt��n yksi-elektroniaaltofunktiot eli ns.
KohnÐSham-orbitaalit yi (yksi-elektronikuva), voidaan perusti-
lan kokonaisenergia kirjoittaa muotoon

miss�
r(r)  =  Si |yi(r)|2.

T�m�n energialausekkeen 1. termi on kineettinen energia, 2.
on elektronien energia ytimien potentiaalissa (ja/tai jossakin
ulkoisessa potentiaalissa), 3. on Hartree-energia ja viimeinen
ns. vaihto- ja korrelaatioenergia.  Energia riippuu siis elekt-
ronitiheysfunktiosta ja on siten ns. funktionaali E[r].

Yo. energiafunktionaali on tarkka energian lauseke sis�lt�en
my�s kaikki korrelaatioeffektit, mutta ongelma on siin�, ettei
viimeisen termin Exc[r] funktionaalista muotoa tunneta.  Toi-
nen probleema on tietysti KohnÐSham-orbitaalien l�yt�minen.
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(9.48)

E[r]  =  Ð h2
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Kun sovelletaan tavalliseen tapaan variaatioperiaatetta ener-
gialausekkeeseen (9.48), saadaan KohnÐSham-yksi-elektro-
niorbitaaleille samoin kuin HF-teoriassakin yksi-elektroniyht�-
l�t

f yi  =  ei yi,

miss�

ja

Jos Exc[r] olisi tunnettu, voitaisiin vaihto- ja korrelaatiopotenti-
aali Vxc[r] laskea sen fuktionaaliderivaattana.

Er�s DFT:n eduista on se, ett� formalismissa s�ilytet��n yksi-
elektronikuva vaikka my�s korrelaatioilmi�t on otettu t�ysin
huomioon.  Siit� johtuu, ett� KohnÐSham-orbitaalien fysikaali-
nen tulkinta er��nlaisina kvasi-elektronitiloina on erilainen
kuin aaltofunktioteroiassa.  Voidaan esim. osoittaa, ett� ylim-
m�n miehitetyn KohnÐSham-orbitaalin orbitaalienergia on t�s-
m�lleen ko. systeemin 1. ionisaatioenergia!

Historiallisesti tiheysfunktionaaliteoriaa edelsi ThomasÐFermi-
menetelm� atomien energioiden laskemiseksi niiden varausti-
heyksist�.  Elektronien kineettisen energian laskeminen (tai
arvioiminen) varaustiheydest� oli menetelm�n "uusi asia".

Slaterin HF-teoriasta johtama (vaihtovuorovaikutusta approksi-
moimalla) ns. Xa-menetelm� oli my�s tavallaan seuraavaksi
esitelt�v�n LDA:n kaltainen ja sen edelt�j�.  Unkarilainen
G�sp�r oli esitt�nyt niinik��n samanlaisia ajatuksia jo ennen
Slateria.
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(9.50a)

f  =  Ð h2

2m
 Ñi

2  Ð  ZI e2

4pe0 rI
å
I

N
  +  1

2

e2 r(rj)
4pe0 rij

 drj  +  Vxc[r]

Vxc[r]  =  
dExc[r]

dr
 .

(9.50b)

(9.51)

"Local-density approximation" (LDA)
Jotta DFT:t� voitaisiin soveltaa k�yt�nt��n, on vaihto- ja korre-
laatioenergiafunktionaali Exc[r] approksimoitava tarkasteltaval-
le elektronitiheysfunktiolle r(r).  T�m� funktionaali tunnetaan
tarkasti homogeeniselle elektronikaasulle, jota voidaan kuvata
yhdell� parametrill� r0 tai rs = (3 / 4pr0)

1/3.  Koska siis homo-
geenisen elektronikaasun vaihto- ja korrelaatioenergia elektro-
nia kohti exc[r0] = ex[r0] + ec[r0] tunnetaan, voidaan sit� k�ytt��
arvioitaessa ep�homogeenisen elektronitiheyden vaihto- ja
korrelaatioenergiaa seuraavasti:

E[r]  =  ò r() exc
LDA(r(r)) dr,

miss� exc
LDA(r(r)) = exc[r0], kun r0 = r(r).  Siis kussakin paikas-

sa r approksimoidaan suuretta exc homogeenisen elektroni-
kaasun vastaavalla suureella, kun r0 = r(r).  T�m� on LDA.

LDA:n voi odottaa olevan hyv�n esim. metallien johde-elektro-
nien tapauksessa, mutta se on osoittautunut yll�tt�v�n hyv�ksi
approksimaatioksi my�s molekyylien ja atomienkin tapaukses-
sa.  Yleisesti LDA:n voidaan odottaa olevan k�ytt�kelpoinen
silloin, kun elektronijakautuman vaihto- ja korrelaatioaukko on
lokalisoitunut elektronin ymp�rille.

Kun HF-teorian avulla voidaan ratkaista tarkasti yhden elektro-
nin systeemi, esim. vetyatomi, niin LDA on tarkka taas ��rett�-
m�n suurelle homogeeniselle elektronisysteemille.  N�iden
��rip�iden v�liss� rakenteesta riippuvat korrelaatioilmi�t on
otettava huomioon ja HF-teoriaan ne lis�t��n CI-muodossa.
Toistaiseksi parhaat LDA:n korjaukset perustuvat "non-lokaa-
leihin" funktioihin exc

NL(r(r); Ñr(r)).  My�s er��nlaiset interpo-
laatiot tai sekoitukset aaltofunktioteorian ja DFT:n v�lill� ovat
osoittautuneet k�ytt�kelpoisiksi.

Leikillisesti voidaan sanoa, ett� aaltofunktioteorian hamiltonin
operaattori on tarkka, mutta aaltofunktio ei (CI-kehitelm�), kun
taas DFT:n tapauksessa asia on p�in vastoin (Vxc[r] on
approksimaatio).
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10. Molekyylien rotaatiot ja 
vibraatiot

BornÐOppenheimer-approksimaation avulla molekyylien ener-
giatilat ja transitiot niiden v�lill� voidaan jakaa elektronisiin se-
k� rotaatioihin ja vibraatioihin liittyviin.  Rotaatioviritykset vaati-
vat v�hiten energiaa ja ne tapahtuvat jo s�hk�magneettisen
s�teilyn mikroaaltoalueella ja silloin puhtaana, ilman vibraatio-
ja elektronisia virityksi�.  Vibraatiospektrit syntyv�t infrapuna-
alueella ja t�ll�in syntyy my�s rotaatiospektrej�.  Elektronisia
transitioita saadaan aikaan n�kyv�n valon alueelta (ns. opti-
selta alueelta) alkaen ja t�ll�in virittyv�t my�s molekyylien ro-
taatio- ja vibraatiotilat. 

Raman-sironta

S�hk�magneettisen s�teilyn indusoima transitiotodenn�k�i-
syys (intensiteetti) on verrannollinen transition matriisielemen-
tin neli��n, ks. kappaleet 6.16 ja 7.2.  Dipolitransition tapauk-
sessa, joka on voimakkain, transition matriisielementti on ver-
rannollinen transition dipolimomenttiin  áyf | m | yiñ, miss�  yi  ja
 yf  ovat transition alku- ja lopputilat.  Transition dipolimomentti
voidaan tulkita sm-kent�n indusoimaa varausjakautuman
muutosta vastaavaksi dipolimomentiksi.
Sen vuoksi polarisoituvuus on keskeinen
suure sm-kent�n ja aineen vuorovaiku-
tuksen kuvaamisessa.
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Tarkastellaan aluksi s�hk�magneetti-
sen s�teilyn fotonien ep�elastista eli
Raman-sirontaa molekyylist�.  Ep�-
elastisessa sironnassa fotoni joko me-
nett�� energiaa molekyylille tai saa
energiaa silt�.  Raman-spektrin viivoja
alkuper�ist� taajuutta pienemmill�
taajuuksilla sanotaan Stokes-viivoiksi
ja suuremmilla taajuuksilla anti-
Stokes-viivoiksi.  Raman-sironta voi-
daan ymm�rt�� molekyylin rotaatio- ja
vibraatiotilojen virittymisen tai purkau-
tumisen aiheuttamana muutoksena
fotonin energiassa.  Raman-sirontaa
kuvaavat Feynmannin diagrammit on
esitetty oheisessa kuvassa.  Elastista
sirontaa, jossa fotonin energia ei muu-
tu, sanotaan Rayleigh-sironnaksi.

Vaikka Raman-sironta onkin kvantti-
mekaaninen ilmi�, tarkastellaan seu-
raavassa sit� kuitenkin aluksi klassil-
lisesti.  S�hk�magneettinen kentt�  E
 polarisoi molekyyli� eli indusoi sii-
hen dipolimomentin  m = a E,  miss�
a  on molekyylin polarisoituvuus, jo-
ka on yleens� tensorisuure.  Ajatel-
laan, ett� molekyyli py�rii tai v�r�hte-
lee taajuudella  wint , mist� aiheutuu,
ett� molekyylin polarisoituvuus on
ajan funktiona muotoa (nyt skalaari-
sena)  a = a0 + Da cos(wintt).  Jos
E = E0 cos wt, niin indusoitu dipolimo-
mentti on

m = (a0 + Da cos wintt) E0 cos wt

   = a0 E0 cos wt + 1/2 Da E0 { cos(w+wint)t + cos(wÐwint)t }.
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Seurauksena on siis taajuuksien  w  ja  wint  superposition ja
interferenssin seurauksena tavanomainen huojumisilmi�
(beat), jonka tuottamat taajuudet  w+wint  ja  wÐwint  voidaan
tulkita anti-Stokes- ja Stokes-taajuuksiksi.  Edellisen yht�l�n
(10.8) ensimm�isen termin voidaan tulkita vastaavan Ray-
leigh-sirontaa.

T�m�n klassillisen mallin perusteella voidaan p��tell�, ett� ro-
taation aiheuttaman Raman-sironnan edellytyksen� on mole-
kyylin anisotrooppinen polarisoituvuus, ja vibraation aiheutta-
man, vastaavasti, polarisoituvuuden muuttuminen vibraatiojak-
son aikana.

Molekyylien rotaatiot ja vibraatiot

Molekyylien rotaatiospektriviivat syntyv�t molekyylien rotaatio-
tasojen v�lisist� transitioista ja vibraatiospektriviivat vastaa-
vasti vibraatiotasojen v�lisist� transitioista.

Jos tarkastellaan ns. symmetrist� hyrr�� (symmetric top),
esim. NH3 tai CH3Cl, niin hitausmomentin komponentteja voi-
daan merkit�  Ixx = Iyy = I^  ja Izz = I||.  Kun k�ytet��n energian
sijasta aaltolukuja  ÷n = 1/l = DE / hc, on k�yt�nn�llist� m��ritel-
l� ns. rotaatiovakiot (rotation constants)

jolloin voidaan kirjoittaa (ks. oppikirja tai v. 92 luennot) rotaa-
tiotasojen energialle

                E / hc = B J(J+1) + (AÐB) K2,

miss� molekyylin kokonaisimpulssimomentin J kvanttiluku J =
0, 1, 2, ... .  J:n komponentti molekyylin sis�iselle z-akselille on
K, jolle K = J, JÐ1, ..., ÐJ. 

Molekyylien vibraatioita voidaan usein approksimoida kytketty-
jen harmonisten oskillaattoreiden vibraatioilla valitsemalla so-
pivat redusoidut massat.
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A = \
4p c I||

  ja  B = \
4p c I^

 , (10.14)

(10.15)

11. Molekyylien 
elektroniset transitiot

Molekyylien tilojen nime�minen

Molekyylien spektrit ovat seurausta transitioista kvantittunei-
den tilojen v�lill�.  Molekyylin kokonaisaaltofunktion eli mole-
kyylin tilan identifioimiseksi on tunnettava molekyylin kaikkien
impulssimomenttien kytkeytyminen.

Esimerkiksi kaksiatomisella molekyylill� on nelj�nlaista impuls-
simomenttia:  elektronien spin S, elektronien rataimpulssimo-
mentti L, molekyylin (l�hinn� ytimien) rotaatio O ja ydinspinit I.
 Impulssimomenttien kytkeytymist� voidaan tarkastella eri ta-
voin riippuen siit�, mitk� vuorovaikutukset ovat voimakkaim-
mat:  ytimien rotaation ja elektronien rataliikkeen v�linen s�h-
k�staattinen vuorovaikutus, spinÐratavuorovaikutus, ytimien
rotaation ja elektronien spinin v�linen vuorovaikutus vaiko
ydinspinin ja jonkin muun edell� mainitun impulssimomentin
v�linen vuorovaikutus.  Lis�ksi kytkeytyminen voi tapahtua
mahdolliseen ulkoiseen kentt��n.

Moniatomisten molekyylien symmetriaominaisuudet korvaavat
elektronien rataliikkeeseen ja molekyylin vibraatioihin liittyvien
impulssimomenttien aseman ja tilojen identifiointi tapahtuu pis-
teryhm�n redusoitumattomien esitysten mukaan.
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12. Molekyylien 
s�hk�iset ominaisuudet

S�hk�inen polarisoituvuus

Molekyylin s�hk�inen polarisoituvuus kuvaa sen kyky� muo-
dostaa dipolimomentti (polarisoitua) s�hk�kent�ss�.  Molekyy-
lin s�hk�isen dipolimomentin m ja s�hk�kent�n E vuorovaiku-
tusenergia on

H(1)  =  Ð m á E ; m  =  Si ei ri

ja kun tarkastellaan kentt��  E = E ök, voidaan kirjoittaa

H(1)  =  Ð mz E.

Tarkastellaan nyt molekyylin energiaa E s�hk�kent�n E funk-
tiona, jolloin energian muuttuminen liittyy siis molekyylin pola-
risoitumiseen.  HellmannÐFeynman -teoreeman (6.42) mu-
kaan voidaan kirjoittaa

dE/dE  =  á ¶H/¶E ñ

ja koska  H = H0 + H(1), niin  ¶H/¶E = Ð mz  ja

dE/dE  =  á Ð mz ñ.

Energia voidaan kirjoittaa Taylorin sarjana

E(E) = E 0 + (dE/dE)0 E + 1/2 (d2E/dE2)0 E
2 + 1/3! (d3E/dE3)0 E

3 + ... ,

miss� alaindeksi 0 viittaa kent�n arvoon nolla (E = 0).  T�st�
seuraa, ett�

  á mz ñ  = Ð d/dE E(E)

       = Ð (dE/dE)0 Ð (d2E/dE2)0 E Ð 1/2 (d3E/dE3)0 E
2 + ... ,

MF, kl 1998   179

(12.1)

(12.2)

(12.4)

(12.5)

(12.7)

mik� voidaan kirjoittaa my�s

á mz ñ  =  m0z + azz E + 1/2 bzzz E
2 + ... .

T�ll�in on merkitty:

pysyv� dipolimomentti m0z  =  Ð (dE/dE)0

polarisoituvuus azz  =  Ð (d2E/dE2)0

1. hyperpolarisoituvuus bzzz  =  Ð (d3E/dE3)0.

Siten my�s

E(E) = E 0 Ð m0z E Ð 1/2 azz E
2 Ð 1/3! bzzz E

3 + ... .

Polarisoituvuus a on 2. kertaluvun tensori, ensimm�inen hy-
perpolarisoituvuus b on 3. kertaluvun tensori ja n. hyperpolari-
soituvuus on (n+2). kertaluvun tensori.

Molekyylin energian E kehitelm� on toisaalta kirjoitettavissa
h�iri�teorian (6.24) mukaan muotoon

ja koska H(1) = Ð mz E, niin

Vertaamalla t�t� yht�l��n (12.10) saadaan

m0z  =  á 0 | mz | 0 ñ

ja

sek� vastaavasti korkeampien kertalukujen polarisoituvuuksil-
le.

Aineiden optiset ominaisuudet m��r�ytyv�t polarisoituvuudes-
ta valon s�hk�magneettisessa kent�ss�.  Samoin optinen ak-
tiivisuus, kahtaistaittavuus ja kaikki ep�lineaariset optiset omi-
naisuudet ovat seurausta eri kertalukujen hyperpolarisoitu-
vuuksista.
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E  =  E(0) + á0| H(1) |0ñ + 
á0| H(1) |nñ án| H(1) |0ñ

E0 Ð En
å'

n
 + ...

E  =  E(0) Ð á0| mz |0ñ + 
á0| mz |nñ án| mz |0ñ

E0 Ð En
 E2å'

n
 + ... .

azz  =  Ð 2 
á0| mz |nñ án| mz |0ñ

E0 Ð En
å'

n

(12.8)

(12.9)

(12.10)

(12.11)

(12.12)

(12.13)

(12.14)



13. Molekyylien magneet-
tiset ominaisuudet

Kun s�hk�kentt� "venytt��" molekyyli�, niin magneettikent�n
voidaan ajatella kohdistavan ns. leikkausvoimia (twist) mole-
kyyliin.  Ulkoinen magneettikentt� tavallaan indusoi molekyy-
liin s�hk�virtoja, jotka puolestaan synnytt�v�t magneettikent-
ti�.  Mik�li indusoidut magneettikent�t vahvistavat ulkoista
kentt��, on aine paramagneettista, mutta mik�li taas, kuten
on tavallisempaa, ne kumoavat osan ulkoista kentt��, on aine
diamagneettista.  Paramagneettisuuden aiheuttavat pysyv�t
magneettiset dipolimomentit, jotka orientoituvat ulkoisessa
magneettikent�ss�, kun taas diamagneettisuus aiheutuu ulkoi-
sen kent�n indusoimista magneettisista dipolimomenteista.
Diamagneettisuutta esiintyy aina, my�s para- ja ferromagneet-
tisissa aineissa, mutta heikompana se peittyy pysyvien dipoli-
momenttien orientoitumisen aiheuttaman magnetismin alle.

N�m� magneettiset ilmi�t esiintyv�t mm. NMR-spektrosko-
piassa havaittavana kemiallisina siirtymin� (ns. varjostusva-
kioina) sek� v�litysmekanismina ns. ep�suorassa spinÐspin-
kytkenn�ss�.
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