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PERUSTEET 1

Kvanttimekaniikka

¥ tarvittiin selitt�m��n uusia kokeellisia havaintoja

¥ korvaa Newtonin yht�l�n Schr�dingerin yht�l�ll�

"korvaa nollan Planckin vakiolla h"

(pienten hiukkasten "liikeyht�l�")

¥ johtaa aaltofunktion k�sitteeseen ja energian kvantittumiseen

¥ antaa rajatapauksena klassillisen mekaniikan

¥ kaikki kokeelliset havainnot tukevat kvanttiteoriaa, ainakin
toistaiseksi
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1. HISTORIALLISTA TAUSTAA

Tarkastellaan kokeellisia havaintoja, jotka johtivat tarpeeseen
"kvantittaa energia".

1.1. Mustan kappaleen s�teily

Musta kappale (black body):

¥ absorboi kaiken s�teilyn

¥emittoi Stefanin lain
(1879)  mukaisesti

miss�

Mustan kappaleen s�teilyn taajuus Ð aallonpituus-jakautumaa
ei voda selitt�� klassillisen fysiikan avulla.
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(1.1.1)M = sT4,

s = 5.67´10-8 Wm-2K-4

1



Voidaan olettaa, ett� s�hk�magneettinen kentt� koostuu
v�r�htelij�ist�, joiden energia riippuu taajuudesta,
taajuusjakautuma on jatkuva ja jokaisella taajuudella
v�r�htelij�iden energia on Boltzmannin jakautuman mukainen

Planckin hypoteesi:

v�r�htelij�iden energiat voivat saada vain arvoja, jotka ovat
energian  hn  monikertoja, miss�  h on vakio.   hn on energian
kvantti.

Planckin jakautumalaki mustan kappaleen s�teilylle

Esim. 2.7K taustas�teilyss� on n. 400 fotonia / cm3.
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(1.1.8)p(e) ~ e-e/kT.

dU  = 8phn3

c3
 e-hn/kT

1-e-hn/kT
 dn,

U  = J/m3

(1.1.10)

1.2. Kiinteiden aineiden ominaisl�mp�

Dulong ja Petit esittiv�t (1819) kiinte�n aineen
ominaisl�mm�lle teorian, joka perustuu siihen, ett� aineen
atomit ovat v�r�htelij�it�, vrt. s�hk�magneettinen kentt�
edell�.  T�m�n perusteella voidaan kiinte�n aineen sis�inen
energia ja ominaisl�mp� kirjoittaa klassillisesti muotoon, joka
p�tee eristeille huoneen l�mm�ss�, mutta ei alhaisissa l�mp�-
tiloissa.

Einstein huomasi 1906 analogian materian v�r�htelevien
atomien ja s�hk�magneettisen kent�n v�r�htelij�iden kanssa,
"kvantitti" v�r�htelevien atomien energiat ja sai kokeellisiin
tuloksiin sopivan teorian kiinteille aineille my�s alhaisissa
l�mp�tiloissa.

1.3. Valos�hk�inen ilmi�

Einstein selitti 1906 valos�hk�isen ilmi�n siten, ett�
s�hk�magneettinen kentt� voi luovuttaa energiaa vain tietyn
suuruisina kvantteina  hn  ja siten valon metallista irroittamat
elektronit voivat saada vain tietyn suuruisen kineettisen ener-
gian

1/2 m v2  =  hn Ð f.

T�st� seuraa, ett� valon kvanttien on oltava "lokalisoituneita"
ja valon itsens� siten er��nlaista hiukkasvirtaa.
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(1.3.1)



1.4. Compton ilmi�

Jos fotonit ovat hiukkasia, joiden energia on  hn ja massa on
nolla, tulisi niill� olla liikem��r�  p  =  hn / c.     Vuonna 1922
Compton teki kokeita k�ytt�en R�ntgen s�teit� ja osoitti n�in
olevan.

1.5. Atomien spektrit

Atomien absorptio- ja emissiospektrit koostuvat diskreeteist�
"viivoista", mik� voidaan selitt�� vain sallimalla atomeille tietyt
energiatilat, so. kvantittuminen.  Balmer havaitsi jo 1885, ett�
vedyn spektriviivat (n�kyv�ll� alueella) noudattavat lakia

miss� RH = 1.09678 ´ 105 cmÐ1 ja n = 3, 4, 5, ... .  T�ll�in 2 ja n
vastaavat eri tiloja.

T�lt� pohjalta Bohr kehitti 1913 atomimallin kvantittamalla
elektronien energiat atomissa.
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1
l

  = RH 1
22

 - 1
n2

 , (1.5.1)

1.6. Aineen aaltoluonne

Havaittuaan analogian Fermat'n periaatteen (optiikka) ja
Hamiltonin periaatteen (mekaniikka) v�lill� de Broglie ehdotti
1924, ett� liikkuvaan kappaleeseen liittyy aalto, jonka
aallonpituus on

l  =  h / p.

Davisson ja Germer saivat aikaan 1925 diffraktion elektroneilla
ja he totesivat my�s yht�l�n (1.6.1) olevan voimassa.  G. P.
Thomson havaitsi v. 1927 elektronien diffraktion ohuessa
muovikalvossa.

1.7. Ep�tarkkuusperiaate

Seurauksena aineen aaltoÐhiukkas-dualismista on ns.
ep�tarkkuusperiaate (uncertainty principle, tai principle of
indeterminacy,  Heisenberg 1972), jonka mukaan tiettyjen, ns.
komplement��risten, suureparien arvoista ei molempia voi
m��ritt�� samanaikaisesti "tarkasti".

On huomattava, ettei kyse ole mittausvaikeuksista, vaan siit�,
ettei kyseisill� suureilla todellakaan ole olemassa tarkkoja
arvoja samanaikaisesti.
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(1.6.1)



Tarkastellaan esimerkkin� hiukkasen paikkaa ja liikem��r�� x-
akselilla.  Jos hiukkasella on tietty liikem��r� ja siis tietty
aallonpituus yht�l�n (1.6.1) mukaisesti, ei sen paikasta voida
sanoa mit��n.

Useampien eripituisten aaltojen konstruktiivinen
interferenssikuvio on taas selv�sti lokalisoitunut ja Diracin d-
funktion (tarkan paikan) kuvaamiseen tarvitaan taas kaikki
aallonpituudet, jolloin liikem��r�ll� ei ole mit��n tietty� arvoa.

Liikem��r�n ja paikan "ep�tarkkuuksille" p�tee

Siten klassinen k�site "hiukkasen rata" ei ole m��ritelt�viss�
samalla tavalla kvanttimekaniikassa.

MF, kl 1996    7

(1.7.1)

- 1 0

0

1 0

1

dp dx ³ h
4p

 .

2. SCHR�DINGERIN YHT�L�

Scr�dingerin yht�l� voidaan postuloida tai sitten "johtaa"
joistakin sopivista postulaateista, esim. de Broglien aineaalto-
hypoteesista tai ep�tarkkuusperiaatteesta (1.7.1).
Ep�tarkkuusperiaatteesta seuraa mm., ett� klassillisen yht�l�n
xp Ð px  =  0 sijaan onkin kirjoitettava

xp Ð px  =  i \ 

miss�  \ = h / 2p.  T�ll�in x ja p eiv�t voi olla vain yksinkertaisia
ajan funktioita, vaan esim. matriiseja tai operaattoreita.

Valinta x  on paikkakoordinaatti ja

toteuttaa yht�l�n (2.1.5).  Totea k�ytt�en funktiota y :
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(2.1.5)

p = \
i
 d
dx (2.1.6)



Kun hamiltonin funktioon (kokonaisenergia)

sijoitetaan (2.1.6) ja operoidaan funktioon Y saadaan ajasta
riippumaton station��risen tilan (E = vakio) Schr�dingerin
yht�l�

joka on tapana kirjoittaa k�ytt�en Hamiltonin operaattoria

muotoon

Jos tarkasteltavan systeemin tila ei ole station��rinen ja

E ¹ vakio, on se korvattava operaattorilla              jolloin

saadaan ajasta riippuva Schr�dingerin yht�l�

Kolmiulotteisessa avaruudessa Hamiltonin operaattori on

miss�

MF, kl 1996    9

(2.1.7)E = p2

2m
 + V(x)

Ð \
2

2m
 d

2Y
dx2

 + V(x) Y = E Y ,

H Y = i\ ¶Y
¶t

 .

H = Ð \
2

2m
 d2

dx2
 + V(x)

H(x) Y(x) = E Y(x) .

i\ ¶
¶t

 ,

H = Ð \
2

2m
 Ñ2 + V(x,y,z) ,

Ñ2 = ¶2

¶x2
 + ¶2

¶y2
 + ¶2

¶z2
 .

(2.1.9)

(2.1.10)

(2.1.11)

(2.2.5)

(2.3.3)

(2.3.2)

Esim.  Kirjoita Hamiltonin operaattori (a) vetyatomille ja (b) ve-
tymolekyylille.
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Tarkastellaan hiukkasen liikett� x-akselilla, kun potentiaali on
ajasta riippumaton.  T�ll�in Schr�dingerin yht�l� on

joka voidaan ratkaista ns. muuttujien erottamisella k�ytt�en
yritett�

T�ll�in saadaan

miss� yht�l�n vasen puoli riippuu vain paikasta ja oikea puoli
vain ajasta.  Sen vuoksi molempien puolien t�ytyy olla kaikilla
muuttujien arvoilla vakio, jota merkit��n E, jolloin saadaan

ja

J�kimm�isen yht�l�n ratkaisu on

ja jos edellisen yht�l�n ratkaisu on "seisova aalto" y(x), tulee
yht�l�n (2.3.4) ratkaisuksi
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(2.3.4)Ð \
2

2m
 d

2Y
dx2

 + V(x) Y = i\ ¶Y
¶t

 ,

Y(x,t) = y(x) q(t) .

Ð \
2

2m
 1

y
 
d2y
dx2

 + V(x) = i\ 1
q

 dq
dt

 ,

Ð \
2

2m
 
d2y
dx2

 + V(x) y = E y

i\ dq
dt

 = E q .

q(t) = C eÐiEt/\

Y(x,t) = y(x) eÐiEt/\ .

(2.3.5)

(2.3.6a)

(2.3.6b)

(2.3.7)

(2.3.8)

Station��risen tilan aikariippuvuus on siis yksinkertaista
oskillointia funktion  eÐiEt/\ = cos(Et/\) Ð i sin(Et/\)  mukaisesti,
mutta

on ajasta riippumaton.

Y*Y  on hiukkasen todenn�k�isyystiheys  (Born 1926), vrt.
s�hk�magneettisen s�teilyn intensiteetti on amplitudin neli�.

Esim. Vetyatomin perustilan aaltofunktio on

                                 miss�  a0 = 0.5292 �.

a) Miss� on elektronin todenn�k�isin paikka?

b) Mik� on todenn�k�isyys l�yt�� elektroni tilavuudesta 1 fm3,
kun  (i) r = 0 ja (ii)  r = a0 ?

c) Mik� on todenn�k�isyys l�yt�� elektroni  a0 - s�teisest�
pallosta ytimen ymp�rilt�?
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(2.3.9)Y* Y = Y 2 = y*(x) eiEt/\  y(x) e-iEt/\  = y* y

y(r) = 1
pa0

3

1/2
 e-r/a0 ,
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Koska hiukkasen on oltava jossakin, todenn�k�isyydell� yksi,
seuraa siit� normitusehto

Aaltofunktion on oltava my�s yksik�sitteinen ja jatkuva, ja
koska se on toisen kertaluvun differentiaaliyht�l�n ratkaisu on
sen toisen derivaatan oltava olemassa (mik�li potentiaalifunk-
tio on jatkuva)

Jos potentiaalifunktio rajoittaa hiukkasen vain tiettyyn osaan
avaruutta, tulee S-yht�l�lle reunaehdot, jotka sallivat vain tietyt
ratkaisut ja niit� vastaavat energiat  ==>  KVANTITTUMINEN

Matriisimekaniikan formalismissa reunaehdot ja
kvantittuminen tulevat implisiittisesti kantafunktioiden mukana.

Kvanttimekaniikan mukaan hiukkanen voi tunkeutua my�s ns.
kielletylle alueelle, jossa kineettinen energia on negatiivinen.
T�t� kutsutaan tunneloitumiseksi.
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(2.4.1)Y* Y dt = 1 .



3. SUORAVIIVAINEN LIIKE

Tarkastellaan seuraavassa lyhyesti etenev�� liikett� ja
vibraatiota yhdess� dimensiossa (x-akselilla).

Vapaan hiukkasen (V(x) º 0) Hamiltonin operaattori on

ja S-yht�l�

jonka ratkaisu on

miss�                             

tai vaihtoehtoisesti

Koska                  ja klassisesti                 voidaan kirjoittaa

Yht�l�ss� (3.1.3) sin- tai cos-funktion aallonpituudelle p�tee
kl = 2p, josta voidaan kirjoittaa aaltovektorin k itseisarvolle

Sijoittamalla t�m� yht�l��n (3.1.4) seuraa de Broglien relaatio

Huomaa, ett� vapaan hiukkasen energia ei ole kvantittunut!
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(3.1.1)H = Ð \
2

2m
 d2

dx2

Ð \
2

2m
 
d2y
dx2

 = E y ,

y(x) = A eikx + B eÐikx ,

k = (2mE/\2)1/2 ,

y(x) = C cos(kx) + D sin(kx) .

E = 
k\ 2

2m

p = \k .

E = p2

2m
 ,

k = 2p
l

 .

p = h/l .

(3.1.2)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.3)

Tilassa y olevan hiukkasen jonkin fysikaalisen suureen arvo
saadaan operoimalla tilan aaltofunktioon ko. suuretta vastaa-
valla operaattorilla (ominaisarvoyht�l�).

Siten esim. vapaalle hiukkaselle  y = A eikx

eli  p = \k  ja  A eikx  on positiivisen x-akselin suuntaan
etenev� vapaa hiukkanen  (ja B eÐikx vastaavasti negatiivisen
x-akselin suuntaan).

T�ydellinen ajasta riippuva aaltofunktio liikem��r�n
ominaistilalle on

ja positiivisen x-akselin suuntaan etenev�lle aaltopaketille

miss� g(k) on muoto- tai spektraalifunktio.
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(3.1.6)

p y = \
i
 d
dx

A eikx  = \
i
 ik A eikx = \k y

Yk(x,t) = A eikx eÐiEt/\

Y(x,t) =  g(k) Yk(x,t)
Ð¥

¥

 dk , (3.1.7)



Tarkastellaan seuraavaksi harmonista oskillaattoria.  Esim.
molekyyliss� olevat atomit v�r�htelev�t usein likim��rin har-
monisesti tasapainoasemiensa ymp�rist�iss�.  Harmoninen
voima on muotoa F = Ðkx ja sen potentiaalifunktio on

koska

Hamiltonin operaattori on nyt

ja S-yht�l� on

jonka ominaisarvot (energiat) ovat

miss�  w = (k/m)1/2  ja kahden alimman tilan aaltofunktiot ova

                                   ja

                                       miss�  y  =  (mw/\)1/2 x.

T�m� on helppo todeta sijoittamalla aaltofunktiot yht�l��n
(3.5.3) !

Huom!  Pienin energian arvo ei ole nolla vaan  1/2 \w, joka on
ns. nollapiste-energia.
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(3.5.1)
Ð dV

dx
 = F.

V(x) = 1
2
 k x2 ,

H = Ð \
2

2m
 d2

dx2
 + 1

2
 k x2

Ð \
2

2m
 
d2y
dx2

 + 1
2

 k x2 y = E y ,

Ev = (v+1
2
) \w  ; v = 0, 1, 2, ... ,

y0(x) = N0 e-y2/2

y1(x) = N1 2y e-y2/2 ,

(3.5.2)

(3.5.3)

(3.5.4)

Yksi-dimensioisen harmonisen oskillaattorin aaltofunktioiden
yleinen muoto on

miss�  Hv(y)  ovat Hermiten polynomeja, joille

H0(y)  =  1,

H1(y)  =  2y   ja

Kaikki harmonisen oskillaattorin aaltofunktiot ovat ortogonaali-
sia.

Kun normitusvakio on                                 ovat

aaltofunktiot (3.5.5) ortonormaaleja
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yv(x) = Nv Hv(y) eÐy2/2 ,

Hv+1 = 2y Hv Ð 2n HvÐ1 .

Nv =  1
2v  v! p1/2 Ð1/2

yv
*(x) yu(x) dx

-¥

¥

 = dvu .



Suurilla kvanttilukujen v
arvoilla harmonisen
oskillaattorin tn. tiheys
l�hestyy klassillista
jakautumaa.  T�m� on
esimerkki ns. vastaavai-
suusperiaatteesta 
(correspondence principle).

Viriaaliteoreema: Jos hiukkasen potentiaalienergia voidaan
kirjoittaa muotoon  V(x) µ xs, niin keskim��r�isen kineettisen
ja potentiaalienergian riippuvuus on   

Viriaaliteoreema p�tee my�s klassillisesti.

Esim. harmoniselle oskillaattorille  s = 2    =>

          Coulombin potentiaalille s = Ð1    =>

MF, kl 1996    19

2 T = s V .

4. PY�RIMISLIIKE

4.1. Py�rimisliike ympyr�radalla tai
kiinte�n akselin ymp�ri

Tarkastellaan hiukkasen liikett� tasossa ympyr�rataa pitkin.
T�m� on muodollisesti ekvivalenttia kappaleen py�rimisliik-
keen kanssa kiinte�n akselin ymp�ri.  Liiketilat m��r�� t�ll�in
hitausmomentti   I, joka ympyr�rataa kiert�v�n hiukkasen
tapauksessa on  I  =  m r2,  miss� m ja r ovat hiukkasen massa
ja sen radan s�de.

Vapaassa py�rimisliikkeess� z-akselin ymp�ri  (V(x,y)=0) Ha-
miltonin operaattori on (kun r on vakio)

ja napakoordinaateissa  x = r cosf  ja  y = r sinf

Merkit��n aaltofunktiota  F(f), jolloin S-yht�l� on

T�m�n ratkaisut ovat

miss�                           on laaduton luku.
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(4.1.1)H = Ð \
2

2m
  ¶2

¶x2
 + 

¶2

¶y2
 

H = Ð \2

2mr2
 d2

df2
 = Ð \

2

2I
 d2

df2
 .

d2F
df2

 = Ð 2IE
\2

 F .

F(f) = A eimlf + B eÐimlf ,

ml =  2IE/\2 1/2

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)



Esim.  Hiukkanen "��rett�m�n syv�ss� py�re�ss� kaivossa"
kuvataan aaltofunktiolla, joka separoituu siten, ett� toinen
tekij�ist� on (4.1.4) ja toinen kuvaa radiaaliliikett�.

Reunaehtona aaltofunktiolle (4.1.4) on yksik�sitteisyys F(f) =
F(f+2p),  josta seuraa, ett�

ja edelleen ei2pml = 1  ja  ml = 0, ±1, ±2, ... .
Siten energia kvantittuu niin, ett�

T�st� n�hd��n, ett� energiatilat ovat kaksinkertaisesti dege-
neroituneet, paitsi alin tila ml = 0 eik� nollapiste-energiaa
esiinny.

Kun klassinen lauseke rotaatioenergialle on  J2 / 2I  voidaan
edellisen yht�l�n perusteella kirjoittaa J2 = m2 \2, miss� J on
impulssimomentti  (liikem��r�momentti, py�rimism��r�, engl.
angular momentum).  Klassisesti z-akselin ymp�ri py�riv�n
kappaleen impulssimomentti on

    Jz  =  x py Ð y px

ja sit� vastaavaksi operaattoriksi tulee

Jos operoidaan t�ll� funktioon  FA = A eimlf  saadaan ominai-
sarvoyht�l�
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(4.1.5)

A eimlf + B eÐimlf = A eimlf ei2pml + B eÐimlf eÐi2pml

E = ml
2 \

2

2I
 .

Jz = x \
i

 ¶
¶y

 Ð y \
i
 ¶
¶x

 =  \
i

 ¶

¶f
 . (4.1.6)

Jz FA = A \
i
 ¶

¶f
 eimlf = ml\ A eimlf = ml\ FA .

Siten  FA  vastaa impulssimomentin arvoa  ml \  ja siis py�ri-
mist�.  Samoin  FB  vastaa impulssimomentin arvoa  Ðml \  eli
py�rimist� vastakkaiseen suuntaan.

Aaltofunktiot  FA ja FB ovat ortonormaaleja ja normitusvakio
on
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A  =  B  =  1
2p

 .

On huomattava, ett�
n�iden
impulssimomentin
ominaistilojen
aaltofunktioiden tn.
tiheys on vakio (ja
paikka/kulma t�ysin
ep�m��r�inen), vrt.
seisova aalto ja
kiertoliikett�
suorittava
aaltopaketti.



4.2. Py�rimisliike pallon pinnalla tai
kappaleen painopisteen suhteen

Kun ulkoinen potentiaali on nolla, tulee py�rimisliikkeen
Hamiltonin operaattoriksi kolmessa dimensiossa

Laplacen operaattori on nyt parasta kirjoittaa pallokoordinaa-
teissa

x = r sin q  cos f ,  y = r sin q  sin f  ja  z = r cos q,

jolloin

miss�

on Laplacen operaattorin                                            
kulmaosa.  Kun radiaali-
liikett� (s�teen suuntaista)
ei tarkastella, tulee Hamiltonin operaattori muotoon

ja koska  mr2 = I  on hitausmomentti, tulee S-yht�l�ksi

T�m�n yht�l�n ratkaisuja ovat palloharmoniset  funktiot
Ylml(q,f)  (spherical harmonics), joille p�tee

miss�  l = 0, 1, 2, ...  ja  ml = l, lÐ1, lÐ2, ... , Ðl.
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(4.2.1)H  =  Ð \
2

2m
 Ñ2 .

Ñ2 = 1r  ¶2

¶r2
 r + 1

r2
 L2 ,

L2  =  1
sin2q

 ¶2

¶f2
 + 1

sinq
 ¶

¶q
 sinq ¶

¶q

H  =  Ð \2

2mr2
 L2

L2 y  =  Ð 2IE
\2

 y .

L2 Ylml
  =  Ð l(l+1) Ylml

 ,

(4.2.2)

(4.2.3)

(4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.6)

(4.2.8)

Vertaamalla yht�l�it� (4.2.6) ja (4.2.8) n�hd��n kvantittuminen

ja ett� jokainen energiataso on  (2l+1)-kertaisesti
degeneroitunut:                                                              
Vertaamalla t�t� klassiseen rotaatioenergiaan  J2 / 2I  voidaan
kirjoittaa

eli my�s impulssimomentti on kvantittunut.  l onkin impulssi-
momenttikvanttiluku.
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(4.2.10)E  =  \
2

2I
 l(l+1) ; l = 0, 1, 2, ...

J  =  \ l(l+1) (4.2.11)

ml = l, lÐ1, ... , Ðl .



4.3. Liike Coulombin keskeiskent�ss�: vetyatomi

Elektronin kokema s�hk�staattinen potentiaali vetyatomissa
on keskeispotentiaali ja siten vakio jokaisella ydinkeskeisell�
pallokuorella.  Niinp� edell� k�sitelty yleinen 3-ulotteinen
py�rimisliike soveltuu sellaisenaan elektronin "kiertoliikkeen"
kuvaamiseen ja sen lis�ksi tarvitaan vain tarkastelu elektronin
"liikkeelle radiaalisuunnassa" (s�teen suunnassa).

Elektronin Hamiltonin operaattori on

miss� redusoidun massan

avulla otetaan huomioon ytimen rekyyliliikkeest� aiheutuva
pieni korjaus.  Vetyatomin S-yht�l�ksi tulee

eli

Nyt voidaan "py�rimisliike" ja radiaaliliike separoida yritteell�

joka sijoitetaan yll� olevaan S-yht�l��n.  Koska
                               (4.2.8)  saadaan
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(4.3.1)H  =  Ð \
2

2m
 Ñ2 Ð 1

4peo
 e2

r  ,
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  »  me
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y(r,q,f)  =  R(r) Y(q,f) ,

L2 Y  =  Ð l(l+1) Y

1
r  ¶2

¶r2
 r R Y Ð 1

r2
 l(l+1) R Y + 

me2

2peo\2r
 R Y  =  Ð 

2mE
\2

 R Y .

(4.3.2)

(4.3.3)

T�st� voidaan Y "jakaa pois" ja kun viel� otetaan k�ytt��n
funktio  P(r) = r R(r)  saadaan

miss�

on ns. effektiivinen potentiaali.  Sen toinen termi on
keskeispotentiaali.

Kun  l = 0  (ns. s-tila), on S-yht�l�n (4.3.4) ratkaisu muotoa    
                      kun r Ð> 0  ja silloin  R = P/r Ð> A,  eli elektronin
tn. tiheys ytimess� on  A2 ¹ 0.

Kun  l ¹ 0,                     ja                             kun r Ð> 0.
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(4.3.4)Ð \
2

2m
 d

2P
dr2

 + Veff(r) P  =  E P ,

Veff(r)  =  Ð 1
4peo

 e2

r  + l(l+1) \2

2mr2
(4.3.5)

P ~ Ar + Br2 ,

P ® A rl+1 R = P/r ® A rl ,



Vetyatomin aaltofunktiot voidaan esitt�� ns. Laguerren liitto-
funktioiden avulla.
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Vetyatomin tilojen energiat ovat

 |E1| = 1 Ry (Rydberg) = 13.6 eV = 1/2 H  (Hartree).
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(4.3.7)En  =  Ð 1
2

 e2

4peo

2 
m
\2

 1
n2

 ; n = 1, 2, ...  .



4.4. Atomiorbitaalit

Vetyatomin aaltofunktiot ovat siis muotoa

ja niit� kutsutaan elektronin orbitaaleiksi.

l = 0 1 2 3          (0, 1, ..., nÐ1)     
degeneraatio 1 3 5 7         (2l+1)

       n = 1 1s
2 2s 2p
3 3s 3p 3d
4 4s 4p 4d 4f

Vetyatomin tilat ovat  n2 -kertaisesti degeneroituneita ja jos
elektronin spin otetaan huomioon, niin  2n2 -kertaisesti.  (2l+1)-
degeneraatio on symmetriasta aiheutuvaa, ja n-degeneraatio
ns. satunnaista (accidental) degeneraatiota.

Lauseketta                   kutsutaan radiaaliseksi jakautumafunk-
tioksi, koska se antaa elektronin tn. tiheyden s�teen funktiona.

s-orbitaalit ovat pallosymmetrisi�. p0-orbitaali on reaalinen
funktio, ns. pz-orbitaali, mutta p+1  ja  pÐ1 ovat kompleksisia. 
Niiden reaaliset lineaarikombinaatiot ovat px = p+1 + pÐ1 ja       
py = i (p+1 Ð pÐ1),  ks. kuvat.
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ynlml
(r,q,f)  =  Rnl(r) Ylml

(q,f)

4pr2 y(r) 2
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